Практическое  занятие   9   Интегралы,  зависящие  от параметра

9.1 Определение и свойства собственных интегралов, зависящих от параметра
9.2 Определение, сходимость и свойства несобственных интегралов, зависящих от параметра

9.3 Интегралы Эйлера
9.4 Интеграл Фурье
9.1 Определение и  свойства  собственных  интегралов, зависящих от параметра
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Собственным интегралом, зависящим от параметра, называется интеграл вида
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переменная 
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 называется параметром.

В частности, если 
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которая является областью определения функции 
[image: image34.wmf](

)

y

F

.
Теорема 1 (непрерывность) Пусть 
1) функции 
[image: image35.wmf](

)

y

j

 и 
[image: image36.wmf](

)

y

y

 непрерывны на отрезке 
[image: image37.wmf][

]

;

cd

, причем 
[image: image38.wmf](

)

(

)

yy

jy

£

,

2) функция 
[image: image39.wmf](

)

;

fxy

 непрерывна на множестве 
[image: image40.emf]G




G

.

Тогда интеграл
[image: image41.wmf](

)

(

)

(

)

;

y

y

fxydx

y

j

ò

 есть непрерывная на 
[image: image42.wmf][

]

;

cd

 функция и справедлива формула

[image: image43.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

0

0

lim

0

lim

lim;lim;

yy

yy

y

y

yy

yy

fxydxfxydx

y

y

l

jj

®

®

®®

=

òò

.

(9.3)

Теорема 2 (дифференцирование по параметру) Пусть 1) функции 
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Теорема 3 (интегрирование по параметру) Пусть функция 
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9.2 Определение, сходимость и свойства несобственных интегралов, зависящих от параметра

Пусть функция 
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Несобственным интегралом, зависящим от параметра, называется интеграл вида
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где переменная 
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 называется параметром.

Аналогично определяются следующие несобственные интегралы, зависящие от параметра 
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Несобственный интеграл, зависящий от параметра 
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Поточечная сходимость несобственного интеграла 
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Несобственный интеграл, зависящий от параметра, 
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Теорема 4 (критерий Коши) Для того чтобы несобственный интеграл 
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Теорема 8 (интегрирование по параметру) Пусть функция 
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[image: image214.wmf](
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Теорема 9 (о перестановке порядка интегрирования) Пусть функция 
[image: image215.wmf](
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 непрерывна на множестве 
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Теорема 10 (дифференцирование по параметру) Пусть функции 
[image: image229.wmf](
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 непрерывны на конечном или бесконечном прямоугольнике 
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9.3 Интегралы Эйлера

Определение и свойства гамма-функции. Функция 
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называется гамма-функцией, а ее значение представляет собой  интеграл Эйлера. 
Гамма-функция обладает следующими свойствами:
– гамма-функция является непрерывной функцией переменной 
[image: image239.wmf]s

;
– 
[image: image240.wmf](
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– гамма-функция имеет непрерывные производные любого порядка 
[image: image248.wmf]k
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, и справедливо равенство
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Определение и свойства бета-функции. Функция 
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называется бета-функцией, а ее значение представляет собой интеграл Эйлера. 

Бета-функция обладает следующими свойствами:
– бета-функция является непрерывной функцией и обладает частными производными любого порядка;

– 
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;
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[image: image273.wmf](

)

;1

sin

pp

p

p

p

B-=

;
– (связь гамма- и бета- функций) 
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9.4 Интеграл Фурье

Пусть функция локально интегрируема. Интегралом в смысле главного значения называется интеграл:
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Отличие интеграла в смысле главного значения от несобственного интеграла состоит в том, что несобственный интеграл есть
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при произвольных 
[image: image278.wmf]a

 и 
[image: image279.wmf]b

, а интеграл в смысле главного значения (9.12) есть предел того же интеграла, но при 
[image: image280.wmf]ab

=

.
Очевидно, что, если существует несобственный интеграл (9.13), то и существует интеграл в смысле главного значения (9.12). Обратное верно не всегда: интеграл в смысле главного значения (9.12) может существовать, а несобственный интеграл (9.13) – нет.

Рассмотрим множество 
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 функций, т. е. 
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Интегралом Фурье функции 
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Поскольку
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, то на основании признака сравнения несобственных интегралов, данный интеграл сходится при любом 
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Отображение 
[image: image291.wmf]F

, ставящее в соответствие функции 
[image: image292.wmf](

)

fx

 функцию 
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 и определяемое формулой (9.14), называется преобразованием Фурье и обозначается 
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называется обратным преобразованием Фурье и обозначается 

[image: image299.wmf][
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Функция 
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]
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 называется образом Фурье функции 
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Теорема 11 (формула обращения) Если функция 
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Формула обращения может быть записана в виде
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Используя формулу Эйлера 
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, интеграл Фурье можно записать в виде
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Обратное преобразование Фурье примет вид
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Косинус-преобразованием Фурье называется действительная часть преобразования Фурье:
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Синус-преобразованием Фурье называется мнимая часть преобразования Фурье:
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Очевидно, что 
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Если 
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Если 
[image: image322.wmf](
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Преобразование Фурье обладает свойствами:
– (линейность) 
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– (преобразование Фурье от сдвига) 
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называется сверткой функций 
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Теорема 12 Если 
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Теорема 13 Если 
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Свертка обладает свойствами:
– (коммутативность) 
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Вопросы для самоконтроля

1 Дайте определение собственного интеграла, зависящего от параметра.

2 Перечислите свойства собственного интеграла, зависящего от параметра.

3 Дайте определение несобственного интеграла, зависящего от параметра.

4 Дайте определения: а) поточечной сходимости, б) равномерной сходимости несобственного интеграла, зависящего от параметра.

5 Сформулируйте критерий Коши равномерной сходимости несобственного интеграла, зависящего от параметра.

6 Сформулируйте признаки Вейерштрасса и Дирихле равномерной сходимости несобственного интеграла, зависящего от параметра.

7 Перечислите свойства несобственного интеграла по параметру.

8 Дайте определение гамма-функции и перечислите ее свойства.

9 Дайте определение бета-функции и перечислите ее свойства.
10 Для каких функций существует преобразование Фурье?

11 Дайте определение прямого и обратного преобразования Фурье.

12 В чем суть теоремы обращения?

13 Что называется косинус-, синус- преобразованиями Фурье?

14 В чем особенность преобразования Фурье для четных и нечетных функций?

15 Какими свойствами обладает преобразование Фурье?

16 Что называется сверткой функций?

17 Чему равно преобразование Фурье от свертки функций? 

Решение типовых примеров

1 Найти производную функции 
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Решение. Имеем:
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2 Исследовать на равномерную сходимость интеграл
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Решение. Возьмем 
[image: image385.wmf]"



 EMBED Equation.3  [image: image386.wmf]0
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Положим 
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Согласно определению, интеграл сходится равномерно по параметру 
[image: image393.wmf]y

 на
[image: image394.emf]¡
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3 Исследовать на равномерную сходимость интеграл 
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Решение. Покажем, что определение равномерной сходимости не выполняется. Возьмем 
[image: image397.wmf]1
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Следовательно, интеграл 
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 на множестве 
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4 Исследовать на равномерную сходимость интегралы 
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Решение. а) пусть
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Пусть 
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Следовательно, интеграл 
[image: image430.wmf]2
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Интеграл 
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Тогда интеграл 
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 сходится равномерно согласно признаку Вейерштрасса.

5 Исследовать на равномерную сходимость интеграл
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Решение. Пусть 
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Функция 
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 имеет ограниченную первообразную 
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6 Вычислить интеграл Пуассона
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Решение. Имеем
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Умножая это равенство на 
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Так как 
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Аналогично доказывается, что интеграл 
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Переставляя порядок интегрирования в равенстве (9.19), получаем
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Отсюда 
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7 Вычислить интеграл 
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Решение. Рассмотрим функцию 
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Интеграл 
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)

1

2

0

arctg

1

xy

ydx

xx

F=

-

ò

 является несобственным, так как функция 
[image: image475.wmf](

)

;

fxy

 не определена в точках 
[image: image476.wmf]0

x

=

 и 
[image: image477.wmf]1

x

=

. 
При 
[image: image478.wmf]0

x

®

 функция 
[image: image479.wmf](

)

2

arctg

1

1

xy

o

xx

=

-

, при 
[image: image480.wmf]1

x

®

 функция 
[image: image481.wmf]22

arctg1

11

xy

o

xxx

æö

=

ç÷

--

èø

. Поскольку 
[image: image482.wmf](

)

222

1

11

f

y

xyx

¶

=

¶

+-

, то 
[image: image483.wmf]2

1

1

f

y

x

¶

<

¶

-

. Значит, интеграл 
[image: image484.wmf](

)

1

2

0

arctg

1

xy

ydx

xx

F=

-

ò

 равномерно сходится, и функция 
[image: image485.wmf](

)

y

F

 является дифференцируемой. По теореме 10 имеем
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[image: image488.wmf]2
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8 Используя интегралы Эйлера, вычислить 
[image: image489.wmf]2
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Решение. Имеем
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 EMBED Equation.3  [image: image493.wmf]11
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9 Найти косинус- и синус- преобразования Фурье функции 
[image: image494.wmf](
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Решение. Функция 
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Отсюда 

[image: image502.wmf](

)

2

21

1

с

Fy

y

p

=

+

.

Аналогично получим 
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Обратные косинус- и синус -преобразования Фурье равны:
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Задания для аудиторной работы

1 Найти производные функций:
а) 
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2 Вычислить интегралы:
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3 Исследовать равномерную сходимость интеграла
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4 Вычислить несобственные интегралы, зависящие от параметра:
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5 С помощью интегралов Эйлера вычислить интегралы:
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6 Найти область определения и выразить через интегралы Эйлера интегралы:
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7 Найти синус- и косинус- преобразования Фурье функции 
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8 Найти преобразование Фурье функций:
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Задания для домашней работы
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2 Вычислить интегралы:
а) 
[image: image542.wmf]0

axbx

ee

dx

x

+¥

--

-

ò

, 
[image: image543.wmf]0

a

>

, 
[image: image544.wmf]0

b

>

, если 
[image: image545.wmf]b

axbx

xy

a

ee

edy

x

--

-

-

=

ò

;
б) 
[image: image546.wmf]3

0

sin

ax

dx

x

+¥

æö

ç÷

èø

ò

.

3 Исследовать равномерную сходимость интеграла

[image: image547.wmf]1

2

0

1

n

x

dx

x

-

ò

, 
[image: image548.wmf]0

n

³

.

4 Вычислить несобственные интегралы, зависящие от параметра:
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5 С помощью интегралов Эйлера вычислить интегралы:
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6 Найти область определения и выразить через интегралы Эйлера интегралы:
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7 Найти синус- и косинус- преобразования Фурье функции


[image: image568.wmf](

)

3

x

fxe

-

=

, 
[image: image569.wmf]0

x

³

.

8 Найти преобразование Фурье функций:
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